INFERENZA STATISTICA 11
Homework 6

Soluzione

Nota Bene. Si danno qui solo i risultati per i singoli quesiti, sono omessi i
passaggi ed i commenti, che naturalmente lo studente & invitato a presentare
con cura. Tutti i risultati numerici sono stati arrotondati.

Esercizio 6.1.

Posto m = n + k, la funzione di log-verosimiglianza per (u,o?) &
2y __m 2 1 2 2
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Gli stimatori di massima verosimiglianza di y e o sono dati da fi = (1/k) 2?21 X;=
Xeo?=(1/m) [2?21 Y2 + Zle (X, — X')ﬂ. Per i campioni osservati, risulta

ji=—0.9 e 62 = 8.454. In questo caso, lo stimatore di massima verosimiglianza
di p con o? fissato coincide con fi, ossia fi,> = fi. Risulta quindi
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1. Il valore osservato della statistica
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Wp(o?) =2[l(,6%) — £(f1,0%)] =m [logﬁ -1+ ;]

e w¥® = Wp(4) = 14 (log(4/8.454) — 1 + (8.454/4)) = 5.112. Poiché
sotto Hp la distribuzione approssimata di Wp(o3) & un x3, risulta w%* =
5.112 > x3,9.90 = 2.705, ossia che i dati non sono conformi con Iipotesi
nulla.

2. 11 livello di significativita osservato risulta pari a a°%® = Prog(Wp(ag) >
w%*) = 0.024 e tale valore indica che i dati non sono conformi con 'ipotesi
nulla.

3. Poiché la distribuzione approssimata di Wp(o?) & un x?, un intervallo di
confidenza per ¢2 con livello approssimato 0.99 & dato dai valori di o2 tali
che
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che, per Xiolgg = 6.635, puo essere riscritto come
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logo? + 8454 25 < 3.608 .
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Numericamente, si ottiene 'intervallo (3.63,26.93).

. Il valore osservato della statistica
rp(02) = sgn(&2 - (72) Wp(o?)

e r%® = rp(4) = sgn(8.454 — 4)y/5.112 = 2.261. Poiché sotto Hy la
distribuzione approssimata di rp(c3) & una N(0, 1), si rifiuta I'ipotesi nulla
se r3’® < —z1_qo. Poiché ri® = 2.261 > —1.282, I'ipotesi nulla non viene
rifiutata.

. Il livello di significativita osservato del test precedente risulta pari a a°%® =
Pr,e (rp(og) < r9%) = ®(2.261) = 0.988 e tale valore indica che i dati
sono conformi con l'ipotesi nulla.

. L’informazione osservata calcolata in (fi,52) & una matrice diagonale di
dimensione (2 x 2), con elementi sulla diagonale principale dati da k/62
e m/(26*). Secondo l'approssimazione della distribuzione dello stima-
tore di massima verosimiglianza, risulta che ji e % sono indipendenti con
distribuzioni marginali approssimate N(u,52/k) e N(o?,26%/m), rispet-
tivamente. Pertanto, un intervallo di confidenza per o2 basato sulla dis-
tribuzione marginale approssimata di 2 con livello 0.99 &
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2
(&2 + 20,995 %) = (4.454 £ 2.58 x 3.195) = (0.223,16.68) .

Esercizio 6.2.

La funzione di log-verosimiglianza per (a, \) &

La,A) = nalogA—FaZlogyi - )\Zyi —nlogD(a) .
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Lo stimatore di massima verosimiglianza di A con « fissato & A, = na/ LY
Risulta quindi
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1. Il valore osservato della statistica

Wela) = 2[@(@,&)-@@,&@]

= 2 ln&log (EZQ ) +&Zlogyi—nd—nlogf(&)
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e w¥ = Wp(1) = 2(11.593) = 23.186, essendo I'(2) = I'(1) = 1. Poiché
sotto Hy la distribuzione approssimata di Wp(ap) & un x3?, risulta w9 =
23.186 > x3.9.95 = 3.841, ossia che i dati non sono conformi con Iipotesi
nulla.
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2. 11 livello di significativita osservato risulta pari a a°®* = Pry,(Wp(ag) >
w%*®) = 0.000001 e tale valore indica che i dati non sono conformi con
I'ipotesi nulla.

3. Poiché la distribuzione approssimata di Wp(a) ¢ un x?, un intervallo di
confidenza per « con livello approssimato 0.90 ¢ dato dai valori di « tali
che

Wp(a) < X%;o.go =211,

che puo essere riscritto come
0.611 a + logT'(a) — alog(0.517 a) < 1.167 .
Numericamente, si ottiene 'intervallo (1.598,2.466).
4. Tl valore osservato della statistica
rp(a) = sgn(a — a)/Wp(a)

e ry® = rp(l) = sgn(2 — 1)v/23.186 = 4.815. Poiché sotto Hy la dis-
tribuzione approssimata di 7p(a) & una N (0, 1), si rifiuta ipotesi nulla se
r%5® > z1_q. Poiché r§’® = 4.815 > 1.64, I'ipotesi nulla viene rifiutata.

5. Il livello di significativita osservato del test precedente risulta pari a a°%® =
Pra, (rp(ao) > rp*®) =1 — ®(4.815) = 0.000001 e tale valore indica che i
dati non sono conformi con l'ipotesi nulla.

Esercizio 6.3.

1. Per definizione, la stima di massima verosimiglianza di 6 & quel valore 6
nello spazio parametrico tale che £(8) > £(6), V6 € ©. Con i valori di
£(8) forniti nella tabella si trova che la stima di massima verosimiglianza
& 0 = (61,0,) = (1,0), in quanto il valore massimo della funzione di log-

verosimiglianza ¢ —40.3.



2. 11 valore osservato della statistica
W) =2 (z(é) - e(e))

e w’® = W((1,1)) = 2(-40.3+41.2) = 1.8. Poiché sotto Hp la dis-
tribuzione approssimata di W(6p) ¢ un x3, risulta che w°® = 1.8 <
Xg;o_% = 5.99, ossia che i dati sono conformi con l’ipotesi nulla.

3. I livello di significativita osservato risulta pari a a®** = Prg, (W (6p) >
w?®) = 0.407 e tale valore indica che i dati sono conformi con l’ipotesi
nulla.

4. Poiché la distribuzione approssimata di W(#) & un x2, una regione di
confidenza per 6 con livello approssimato 0.95 ¢ data dai valori di € tali
che

W () < X3,0.95 = 5.99 ,

che puo essere riscritta come

2
00) > £(9) — % = —43.295 .

Dalla tabella si trova che una regione di confidenza con livello approssi-
mato 0.95 e

{6:6=(0,9),(1,0),(1,1),(1,10), (2,0)} .
5. Il valore osservato della statistica
We(62) = 2 (£01,05) = £(81,0.,62) )

e wi = Wp(5) = 2(¢(1,0) — £(0,5)) = 2(—40.3 + 47.1) = 13.6. Poiché
sotto Hy la distribuzione approssimata di Wp(f2,0) & un x3, risulta che
wy® = 13.6 > x}90 = 2.71, ossia che i dati non sono conformi con
Iipotesi nulla.

6. Illivello di significativita osservato risulta pari a a®*® = Prg, ,(Wp(62,0) >
w%*®) = 0.0002 e tale valore indica che i dati non sono conformi con
Iipotesi nulla.

7. Poiché la distribuzione approssimata di Wp(6s) & un x?, una regione di
confidenza per 6, con livello approssimato 0.90 & data dai valori di 85 tali
che

Wp(62) < Xj0.00 = 2.705

che puo essere riscritta come

2
U01.05,62) > £(8) — 222 = 41652 .

Dalla tabella si trova che una regione di confidenza per 62 con livello

approssimato 0.90 &
{02 :02 =0,1} -



