INFERENZA STATISTICA II
Homework 3

Soluzione

Nota Bene. Si danno qui solo i risultati per i singoli quesiti, sono omessi i
passaggi ed i commenti, che naturalmente lo studente & invitato a presentare
con cura. Tutti i risultati numerici sono stati arrotondati.

Esercizio 3.1.

La funzione di log-verosimiglianza per p & £(p) = —1/(203) >0, (yi — ap)®.
La funzione punteggio per p & €u(u) = (a/0d) > i yi — (na*p)/o§, da cui si
ricava che lo stimatore di massima, verosimiglianza di u & i =Y /a. Pera=2e
7y = 10.63, risulta i = 5.135. La derivata seconda della log-verosimiglianza per
p & Lo () = —(na®)/o? e, poiché L. (&) < 0, i & un punto di massimo.

1. L’informazione osservata per yu &

na’

0

Poiché E, (j(1)) j(u), Vinformazione osservata e attesa per u coinci-
).

=1J
dono, ossia i(u) = j(u

2. La distribuzione approssimata di i & una normale con media y e vari-
anza, asintotica j(@) ™! = o2 /(na?). Tale distribuzione coincide con quella
esatta (si veda ’Esercizio 2.1).

3. Per la verifica di Hy : 4 = po = 7 contro Palternativa Hy : u < 7, il
valore osservato della funzione test T = (@ — po)/\/05/(na?) & t°%¢ =
(5.135 — 7)/+/15/(10 x 4) = —3.05. 1l livello di significativitd osservato
risulta pari a a®*®* = 0.001 < 0.05 e tale valore indica che i dati non sono
conformi con I'ipotesi nulla.

Esercizio 3.2.

La funzione di log-verosimiglianza per o2 &

n k 1 1
L(o?) = —§loga2 - 510g02 ~ 5,2 ny + EZx?



La funzione punteggio per o2 &

5(02)__L_i+i zn: 2+12k:m2.
* 202 202 20t p Vi a I

da cui si ricava che lo stimatore di massima verosimiglianza di o2 &

1 n 1
1 DR
=1 j=1

Per a = 2 ed i campioni osservati, risulta 2 = 6.274. La derivata seconda della
log-verosimiglianza per o2 &

n k
9y Ntk 1 5 1 9

e, poiché £,,(6%) < 0, 62 & un punto di massimo.

1. L’informazione osservata per o2 &

(0 = o) = E L L (S LS
.7 - * %k —_— 20_4 0—6 pa yl a j:1 7

L’informazione attesa per o2 &

i(6) = B (j(0%) = o

poiché E,»(Y?) = 02 e E,2(X?) = ac®.

2. La distribuzione approssimata di 4% & una normale con media o e varianza
asintotica j(62)~! = (26%)/(n + k).

3. Un intervallo di confidenza per ¢2 con livello approssimato 0.95 &

A4

<a2 + 20.975 %) = (6.274 + 1.96 x 2.371) = (1.63,10.92) .

Il valore 0> = 1 non appartiene all’intervallo di confidenza. Pertanto,

per la verifica di Hy : 02 = 1 contro Dalternativa H; : 0® # 1, si rifiuta
Pipotesi nulla con livello o = 0.05.



Esercizio 3.3.

La funzione di log-verosimiglianza per 8 & £(68) = y log(0.5—8)+ (n—y) log(0.5+
), e la funzione punteggio per 8 & £.(f) = —y/(0.5 - 8) + (n — y)/(0.5 + 9).

Lo stimatore di massima verosimiglianza per 8 & § = 0.5 — Y/n. Per n =100 e

y = 40, risulta 6 = 0.1. La derivata seconda della log-verosimiglianza rispetto a
fe

_ y (n-y)
La(0) = — (05—-6)2  (05+6)2

e, poiché l**(é) < 0, 8 & un punto di massimo.

1. L’informazione osservata per 8 &

o oy (n—y)
J(0) = —Lu(0) = (0.5 — 6)2 * (0.5+8)2°

2. L’informazione attesa per 6 &

i(0) = Eq(§(6)) =

n
05—6)(05+0)’

essendo Eiheta(Y) = n(0.5 — 6).

3. La distribuzione approssimata di 6 & una normale con media 6 e varianza
asintotica j(6)~! = ((40/0.4%) + (60/0.6%))~! = 0.0024. Un intervallo di
confidenza per 8 con livello approssimato 0.99 &

(é + 20.995 j(é)—l) = (0.1 + 2.58 x 0.049) = (—0.026, 0.226) .

4. Per la verifica di Hy : 8 = 8y = 0 contro H; : 8 # 0, il valore osservato
della, funzione test T = (6 — 6o)//7(80)~T & t°5¢ = (0.1 — 0)/20 = 0.005.
Con « fissato, un test bilaterale basato su T rifiuta Hy se [t°°°| > 21 _q/2-
Per o = 0.01 e 29,995 = 2.58, risulta [t°*%| = |0.005] < 2.58 e I'ipotesi nulla
non viene rifiutata al livello 0.01.

Esercizio 3.4.

1. La funzione di log-verosimiglianza per a & £(a) = nloga + nalogwy —
ad logy;. La funzione punteggio per a & £.(a) = n/a + nlogwy —
>, logy;. Dall’equazione £, (a) = 0, si trova che lo stimatore di massima,
verosimiglianza per a &

n
" nlogwg — Yo logy;

&=

La derivata seconda della log-verosimiglianza rispetto a a & L.(a) =
—n/a? e, poiché £,.(&) < 0, & & un punto di massimo.



. L’informazione osservata per o &

. n

jl@) = ~bula) = —5 .
. L’informazione attesa per 8 &

. . n

i(0) = Ep(j(6)) = 5 ,

ossia informazione osservata ed attesa coincidono.

. La distribuzione approssimata di & & una normale con media « e varianza,
asintotica j(&)~! = &*/n. Un intervallo di confidenza per a con livello

approssimato 0.95 ¢
. [ &2
(a =+ 20.975 —> .
n

Esercizio 3.5.

. Per definizione, la stima di massima, verosimiglianza di 7 & quel valore &
nello spazio campionario tale che L(#) > L(rx). Poiché L(n) « p(y; ), con
i valori di p(y; 7) forniti nella tabella relativa al Lucido 1 della Lezione 3,
al variare di y in Y = {0,...,10} la stima di massima verosimiglianza &

7(y)
0.1
0.1
0.1
0.5
0.5
0.5
0.5
0.8
0.8
0.8
0.8

O 00 ~ITO O W= Oow

—
o

. #(Y) & una variabile casuale che assume tre soli valori z = 0.1,0.5,0.8. E
quindi una variabile casuale discreta con dominio X = {0.1,0.5,0.8}. La
sua distribuzione, quando il vero valore del parametro ¢ # = 0.1 &

Prr—o1(7(Y)=0.1) = Pre=o1(Y =0)+ Pra=01(Y = 1)+ Pry=01(Y =2)
= 0.3486784 + 0.3874205 + 0.1937102 = 0.9298092 ,
Prﬂ':O.l (Y = 3) + PT'ﬂ-:o,l(Y = 4)

Prﬂ-:o,l (ﬁ(Y) = 05)



+ Prr—01(Y =5)+ Pry—01(Y =6)

= 0.0573956 4+ 0.0111603 4 0.0014880 + 0.0001378 = 0.0701817 ,
(Y)=0.8) = Prr—01(Y =7)+ Prz—01(Y =8)

+ Prr—01(Y =9) + Prr—o.1(Y = 10)

= 1—Prr—01(®#(Y)=0.1) = Pry—o.1(#(Y) = 0.5)

= 1-0.9298092 — 0.0701817 = 0.0000091 .

P7'7r=0.1(

=

Concludendo, la distribuzione di #(Y") quando il vero valore del parametro
e0.1le

z | Prr=o1(7(Y) =1)
0.1 0.9298092
0.5 0.0701817
0.8 0.0000091

. 1l valore atteso di #(Y'), quando = = 0.1, &
Epeo.1(#(Y)) = 0.1x0.9298092+0.5x0.0701817+0.8x0.0000091 = 0.128 .

Lo stimatore & non distorto se E.(7#(Y)) = 7 per ogni w. Ma poiche
E.—01(#(Y)) = 0.128 #£ 0.1, lo stimatore & distorto.



