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Capitolo 1

Inferenza frequentista

1.1 Modello statistico

Def: 7

{Py; 0 € O} Y = variabile aleatoria, 6 = parametro

{fy(y;0);0 € ©} % = spc campionario / supporto ti

© = spc parametrico / supporto fi

e .7 non cambia se soggetto a riparametrizzazioni biunivoche
é(g) = stima did, y = vettore oss camp
(Y) = stimatore dg, Y = vettore aleatorio

1.2 Stime e stimatori

~

Metodi di stima: e sostituzionef = g(0) — 7= g(0))
e analogia (la gt della pop viene stimata con la gt campioharia
e momenti = metodo dell'analogia applicato ai momenti

e massima verosimiglianza

1.2.1 Proprieta degli stimatori

non distorto (corretto) & E@)=6

consistente s 050 o E@B)=0 A limy. V(@) =0

0
asintoticamente non distortos  lim,, ., E(f) = ¢
e debolmente consistente < lim,_ o E(f) =0 A lim,_ o V() =0

NB: Le proprieta di dipendono dalla parametrizzazione.




CAPITOLO 1. INFERENZA FREQUENTISTA

1.3 \Verifica d'ipotesi/Test

HQI 06@0
H: 0c0\0,

. : . t(y) = statistica test
Sistema d’ipotesi:

= funzione dei dati indipendente da

regione di accettazione A= {y € % :t(y) porta versaH,}

e regione di rifiuto : R={y e % :t(y) porta versaf, }
e errore dil tipo . rifiutareH, quando e verdl,
e errore dill tipo . rifiutared; quando é verd/,

1.3.1 Livello di significativia

Def: Livello di significativia fissatay
a = sup Py(Y € R)

= max(prob di errore del | tipp

Def: Livello di significativia osservata®**
e unilaterale dx : o = sup, Py(T > t°*°)

e unilaterale sx @ a”® = sup, Py(T < t°*°)

o bilaterale L 0 = 2sup,, min [Py(T < 15%), By(T > 1°%))]

1.3.2 Funzione di potenza

a(f) , 0 €0 a(f) = P(err I tipo)

(@) =Py(Y € R) = {
1-p6(6) ,0€0\06, 1—p5(0) = 1—P(errlltipo)

1.3.3 Proprieta di un test

Def: Test nondistorto < 7(0) > o, V€ O\ 0y < P(rif Hy)) > «, V0 € O\ O

Def: Test consistente < lim,, ., 7(0) =1, V0 € O\ O,

1.3.4 Regioni di confidenza

= P(rif. Hy)
= P(rif. Hy)

Def: Una regione di confidenza(y) c © dilivello (1—a), viene ricavata fissando la sua probabilita

di copertura pari &1 — «):

~ ~

POecOy)=1—a, V0O ~ O(y)
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Appunti di Statistica C.P.

oppure, quando e possibile, tramite una quantita pivo§#ed):
Pla(Y,0) e E)=1—a,V0 €O, FECR ~ O(y)

Oss:Nel caso del p-value si h&(y) = {# € © : a*5(y,0) > o}

1.4 Laverosimiglianza

Possibili applicazioni della verosimiglianza:

e stimapuntuale  :60:L(A) > L(6), V9 €O
e stimaintervallare : O(y) = {0 €O:LO)>L0O) ¢, 0<c< 1}
e test TRV . L(6)/L(6,)

Def: Funzione di verosimiglianza(#), e log-verosimiglianz&0):

L(6) = I fxxe,oxa(@leiog, oo 2130), X =(Xq, ..., X,)
1(0) = log L(0)

*(0) = VIO)=1[0l(6)/06;] i,j=1,..., p=dim(0)

(0) = JUO) = [0%1(0)/06,00;] V = gradiente J = jacobiano

Proprieta della verosimiglianza:

e L(0) é invariante rispetto a riparametrizzazioni biunivoche

L(#) < L(A) -¢, ¢ = costante
= L(0) éequivalented. () -¢ = [(#) e equivalente &) + ¢

e E(I*(0)) =0, V(I*(0)) =E(9)-1*()T)=1(0) ~ 1*(0) ~ N(0,I1(0))

Informazione osservata: J(0) = —1**(6) = —JI(0)

¢ Informazione attesa: 1(0) = E(J(9)) = —E(I*(0))

Oss:Se gliX; sono i.i.d. si hd (6) = ni(#) dovei(0) é I'informazione osservata pef;.

http://www.camelsoft.tk



CAPITOLO 1. INFERENZA FREQUENTISTA

1.4.1 Stima di massima verosimiglianza

Def: E definita stima di max verosimiglianza (o SMV)dlla quantitg:

0= {ée@:L(é) > L(), V0 € @\{é}}

0 ~ N,(0,1/J(0)) distrib. approx , p=dim@#) — pidfedele al campione
0~ N, (9, 1/[(@)) distrib asintotica —  piu fedele alla distrib. asintotica

Def: Equivarianza (odhvarianza) della SMV:
Datad SMV perL(f), et() : © — U biunivoca, allora la SMV pet(0) &1 = ().

1.5 Statistiche sufficienti

1.5.1 Statistiche sufficienti e criterio di Neyman-Fisher
Def: Una statisticd(-) é sufficiente se
t(y)=1t(z) = LO,y)xL(0,z), VOO, Vyze¥
0 equivalentemente se e solo se
L(8) o< h(y)k (t(y); 0)
Oss:Set(-) é sufficiente, allord.(6) dipende da& solo tramitel(y), cioé L(6,y) = L(0,t(y)).

Oss:Esiste sempre una statistica sufficiente e coincide cotetoncampione di datj.

1.5.2 Statistiche sufficienti minimal
Def: Una statistica(-) e sufficiente minimale se
ty)=t(z) < LO,y)xL(0,z), Y900, Yyzec¥

0 equivalentemente se

L(y;0)/L(z0) = h(y,z) < t(y) = i(2)

!Per una soluzione numerica si veda il metodo di Newton-Raphs§A.2
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Appunti di Statistica C.P.

NB: Considerando le curve di livell®;, = {y € # : le L(,y) sono proporzionali tra lor$ e
%, ={y e ¥ :t(y) = c}, siottengonaPy e P,, due partiziorﬁ di .

Nel caso delle stat. suff. si ha cHeP, > # Py in quanto si ha almeno un caso in ¢fi C %,
mentre in quelle minimakt P, = # Py, poichéPy, = P, perché in ogni cas®, = %,.

Oss:Se la stat. suff. min. esiste, essa é essenzialmanida, ovvero le stat. suff. min. sono tutte

funzioni 'una dell’altra, in quanto condividono la stegsatizione indotta.

1.6 Famiglie esponenziali

Def: In una famiglia esponenziale(d) assume la forma:

k
L(6) o h{y) exp {Z GiO)(y) - cw)} . dim(o) = p

dovek e dettoordine, ey = ¢(f) parametraanonico.

1.6.1 Famiglie esponenziali regolari

Def: Una famiglia esponenziale € detta regolare se:
e O coincide con l'intero insieme per cili(f) é integrabile

la dimensione d#f coincide con 'ordinep = k

le funzioniy(0) : © — W sono invertibili

le funzioniw(#) sono infinitamente derivabili iti

Parametrizzazione canonica

La funzioney (#) e una riparametrizzazione, & quindi possibile scrivere:

() = 2y viti — k() k(¥) = c(6(¥))

) = [1,- 250 =1
1) = -t (0) = [ S E) rs=1..p

Oss:J (1) non stocastica> 1(y) = J(v)

2Si veda la definizione e relativi esempi di partizione di usiéme in

http://www.camelsoft.tk 5



CAPITOLO 1. INFERENZA FREQUENTISTA

NB: Da qui possiamo ricavare valore atteso e varianzg:di

« BI'()) =0 = ET)=E <6k<w>> _ Ok(y)

o, oY; ;
o E(I'()I*()") = 1(¥) = Bl T Ty)) = Cov(T,, Ty) = gwke%)
= V(T;) = Cov(T}, T;) = a;];z(/f)

SMV per famiglie esponenziali regolari
In pratica, risolvere il sistema:

9l(y)
i

equivale a risolvere questo altro sistema:

Ok(¥) s

1.7 Efficienza di uno stimatore

1.7.1 Problemiregolari di stima

Un problema regolare di stima é caratterizzato dalle segpeoprieta:
¢ il modello statistico € identificabile secondo la definizai §1.1

e O e un aperto dR?, conp = dim(¢)
e le funzioni di densitgy hanno tutte lo stesso supporto

e per le fy si pud scambiare due volte il simbolo di integrale e derivisaetto &

1.7.2 Disuguaglianza di Cramer-Rao

In un problema regolare di stima, dato uno stimatbeenE(6) = a(6), si ha che:

V(0) > [a'(0)]2/1(6) , ddistorto
V(6) > 1/1(6) , 6 non distorto

Def: Stimatored efficiente <  E(0) =0 AV(9) = 1/1(0)

NB: Non sempre & possibile reperire fiche sia efficiente.
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Appunti di Statistica C.P.

1.7.3 Teorema di Rao-Blackwell

6(T) funzione dei dati solo tramite T stat. suff. . -

N = V() <V()

6(Y') basato sui dati non ridotti

Oss:Se T & stat. suff. min., B (é(T)) — @ conf(T)unico = O(T) & efficiente.

NB: Per dimostrare l'unicita d@( ) suppongo che esista un altro stimatét&l’) non distorto, e

poi verifico cheE (0* ) =0 < 05(T) =0(T).

1.7.4 Teorema di Lehman-Scheffé

Thm: Se3T stat. suff. completa edd(Y) non distorto =  316* = E(4|T = t) ed & efficiente.
Def: Una statistica T & detteompletasé& (f(7)) =0,V0 € © <« f(T)élav.a. degener@

Oss:Alcune importanti considerazioni:
e Seteé stat. suff. completa=- T e 'unico stimatore efficiente pét(T")

e Sed(T) & non distorto e funzione biunivoca®i = (T & efficiente
e Tipicamente la SM\ & distorta per rispettare I'equivarianza rispetto a ripeegizzazioni.
Se quindi essa non & efficiente ma esistd che lo &, si ha ché & una buona approssimazione

di g perchéE(é) = 0 pern sufficientemente grande.

1.8 Test di verosimiglianza (Wilks) e regioni di confidenza

Hy:0=10yvs Hy: 0 # 0y Hy:0=0yvs Hi : 0 <> 0,
Iw%eo>::—2log§§§§f§§§% r(80) = sartd — 6) [\/W (@)
—9 [z(é) - Z(eo)}
W (o) ~ x5, p = dim(6) r(0o) ~ N(0, 1)
)={0c0: W) <xii_.} Oy) ={0€0O:1(0) < z_-4}, H :0>6
= {e cO:1(0) > 1(0) — ;Xg;l,a} Oy) ={0€0:7(0) > —2_u}, Hi:0< 0,
={0e€O:—2z_,<r0) <z}

Oss:SelV (oppurer) e funzione monotona crescente di una statistiGvente distribuzione nota
sottoH, =- & possibile effettuare un test equivaleesatto tramitq:

%t =P (W () > W) =P (T > 1) | a* = P (r() <> 1) = P(T <> %)
B: Ser(f) e funzione monotona decrescent@di = & possibile utilizzare anclipotesinulle

composite {{, : § <> 6,) in modo del tutto identico a quelle semplici.

http://www.camelsoft.tk 7



CAPITOLO 1. INFERENZA FREQUENTISTA

1.9 \Verosimiglianza profilo

Def: DataL(#) conf = (7,¢), dim(#) = p, dim(r) = k, dim(¢) = p — k, dover € il vettore di

componenti d’interesse, mentfe quello di disturbo, e detta verosimiglianza profilo:

doveé, & la SMV di¢ fatta considerando fissato/costante.
Oss:Si puo trattareL, () come una comune verosimiglianza; & infatti possibile z#dre i test

W, (1) er,(7) in modo del tutto analogo &1/ (#) er(0).

B: Nel caso di un test con ipotesi “multiparametriche” bastpliapre una riparametrizzazione

biunivoca e poi ci si riconduce ad una verosimiglianza pro#d esempio:

Hozagﬁ,u Hy:7<0 7= (a—f) ML(T):L(TB)
H1I06>6 H1:T>O’ ﬁ:ﬁ : T

Oss:Nel caso di un test bilaterale é inoltre possibile usaresiliié(#) come segue:
W (Ho) = 2 [max (I(0)]n,) — max ({(6)]m,)]

dove lel(#) sono calcolate sotto i vincoli delle ipotesi. In pratica sfgemetodo viene impiegato

quando sottdd, si hannok < p = dim(#) vincoli.

1.10 Test ottimi

Def: Un test perH, : 6 € Oy vs H; : 0 € ©; = O\ ©, cona fissato, avente regione di rifiute*,

é dettoottimo (od uniformementsiu potente) se:

P(Y € R*) >P(Y € R), V0 € ©,, V altrotestcon regione dirif. R

ovvero se e solo se:

7*(0) = f.d.p. del test ottimo
() > w(h), V€6,
7(0) = f.d.p. diun qualsiasi altro test

8 Alberto Cavalin



Appunti di Statistica C.P.

1.10.1 Test rapporto di verosimiglianza

Def: Considerando il seguente sistema di ipotesi, e la statistit associata:

Hy:0 =0 L(61;v)
. O ={6, 0 =t (y) = 2L
{ Hy:0=06 - 1) ' @) L(6o; )

la statistica* e dettarapportodi verosimiglianza. 1l test omonimo che ne deriva (TRV) avrecyie

come regione dirifiutd? = {y : t*(y) > ¢, }, dovec, soddisfa I'equazion® (t*(Y) > c,; 6p) = «.

Varianti del TRV
o Test di Wilks W(0) =2 [l(é) - l(Ho)}
r(6o) = sgr(f — 6,) ’\/ W (6o)

, p=1

E il piu affidabile ed usato.

e Test di Wilks con correzione di Bartlett W*(6y) = [p/E(W (6y))] - W (6y)
r(00) = [r(6o) — E(r(60))/V(r(6s))] , p=1

Ha distribuzione nulla piu vicina a quella asintotica.

e Test di Wald W.(6o) = (6 — 60)T1(6,)(0 — 6)
re(6o) = (0 —60)\/1(6y) , p=1
Buona interpretabilita, minor affidabilita, dipende dadErametrizzazione, e puo generare regioni
di confidenza errate.
e Testdi Rao Wu(6o) = 1*(00)T1(60) 1% (6y)
ru(Bo) = g — 6o)/Wa(bo) , p=1

Non richieded ma pud generare risultati imprecisi&ge in prossimita della frontiera @.

WeeW* ~x2,  p=dim(9) NB: 7(0) pud essere stimata cdi,), 1(0), J(0)
re €1* ~ N(0, 1)
1.10.2 Lemma di Neyman-Pearson

Def: Data una densitd(y; #), e fissato un sistema di ipotesi:

H 9:0 H: =
{ ’ *, ©=1{6, 6} oppure { 0 I =D ), fen}
H, :0=0 Hy:f=Ff

allorail TRV t*(y) = L(01;vy)/L(6o;y) = f1(01;y)/ fo(0) risulta essere il piu potente tra quelli di

livello « fissato.

http://www.camelsoft.tk 9



CAPITOLO 1. INFERENZA FREQUENTISTA

1.10.3 Ipotesi composite

Nel caso in cui il TRVt*(y) = h(t(y)), conh(-) funzione monotona; conoscendo la distribuzione

di t(y) sottoH,, allora:
o R ={y:t"(y) >c} ={y:tly) > t1i_o}, h(-) monotona crescente

o RP={y:t*(y) >c} ={y:ty) <ts }, h(-) monotonadecrescente

Risulta quindi possibile utilizzare ipotesi composite tijgb:

H()ZHZQO H()ZHZQO vV HSQO
(] , >0y ~

Hy:0=0, H,:0>06,

H()ZHZQO H()ZHZQO vV 0200
(] , <y ~

H1:9:01 H1:9§91

NB: Le famiglie esponenziali monoparametrichpe=£ 1) hanno sempre TRV monotono rispetto a

t(y) stat. suff. min.. Il verso della monotonia del TRV dipendiasmente da quello della monotonia

di ().

Oss:l testiV (0) er(6) sono funzioni monotone del TRV, e quindi sono anch’essi i dttimi.

Riassumendo: una trasformazione monotona del TRV nonaaléebipartizione(%;, #;) dello

spazio campionario, quindi(Y” € R) = w(f) non viene alterata, e I'ottimalita permane:

PYelye? :t'(y)>c}) =P(Y e{ye ¥ :t(y)~ Hi}) =P(Y € {y € #1)})

10 Alberto Cavalin



Capitolo 2

Inferenza robusta

L'obiettivo &€ modificare I'equazione di verosimiglianzal aeodello .# in modo tale da renderla

robusta rispetto a dati anomali.

2.1 Equazionidi stima

Def: Un’equazione ird del tipoq(0; y) = 0, & dettaequazioneli stima eq(6; y) funzionedi stima.

Def: Una funzione di stima é dettondistorta < E(q(¢;Y)) =0, V8 € ©
NB: Nella quasi totalita dei casi(f; y) = > ., g(0; v;), doveg(0; y;) € la funzione di stima per
I'osservazione i-esima; perchgd; y) sia non distorta deve anche esserlo ogni singta y; ),
cioé:

E(q#;Y) =0, V0O << E(g#;Y:)=0V0ecO, i=1...,n

Oss:Un esempio di equazione di stima non distort&(é; y) = >, ¢(6; y;) = 0.

Def: Gli stimatori@ definiti come soluzione dj(0; y) = 0 sono dettistimatoridi tipo M (ovvero

stimatori di massima verosimiglianza).

2.2 Proprieta degli stimatori di tipo M

Def: Presd soluzione di*(¢; ) = 0 ed un qualsiasi altro stimatofiesoluzione di una(6; y) = 0,

si ha cheV(d) < V(6), V6 € O, cioéd & lo stimatore a varianza minima tra i non distorti.

11



CAPITOLO 2. INFERENZA ROBUSTA

2.2.1 Normalita asintotica

Lo scorel*(f; y) € un caso particolare di(f; y), cerchiamo quindi di generalizzarne i risultati.

Sviluppanda;(0; y) in serie di Taylor e con opportune considerazioni, si oeien

q(0; y) = >, 9(0; vi) 1(0; y) = >y 0005 i)
S b y) — i _ g~ Y0 y)
Vil =) = g4, v) Vil =0 = =6, v)

entrambi i membri dell’equazione hanno distribuzione @gica normale centrata nello zero;

definite le seguenti quantita:

V,(8) = V(9(6; Yi)) = E(g(6; Y)g(6: Y))T) V(U0; V7)) = E(L0; Y)00; Yi)T) = i(0)
D,(6) = ~E(Z9(6; ) E(((6; V7)) = i(6)

dobbiamo calcolare la varianza del membro di destra:

V( GE) )_ n(nVy(0)) . ( il (0
“E(a(0: ) ) (nDy(0))

ora possiamo scrivere la distribuzione dello stimatore:

6 N, (6 H(Dy(6) )T V,(0) Dy(6)7]) . p > 1

Oss:In generalé/, (0) # D,(6), ma se si considera I'equazione di stima modificata:
G = Dy(0)" V() a(0; )

essa ha la stessa soluzidtdi ¢(6; ), & non distorta, e soddisfa anci¢j(d; Y)) = —E (&Za(0; Y)).

Stimatore sandwitch

Una scorretta specificazione del mode#fopuo far cadere la proprietd(!*(¢; Y)) = 1(6), percio

una stima consistente della varianza asintotida&fatta considerandd(¢; i) come una generica
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q(0; vy), cioé senza effettuare le usuali semplificazioni:
V() = 1[(Dy () ™) V,(8) Dy(6)™]
=E("(0; V)"V (6; Y)(EQ(6; Y)) )T
JOY [0 €0 yi) 065 )] I (0)

doveV(f) & dettostimatoresandwitch.

Oss:Se.Z & correttamente specificato si avfé) [Z?:l 00; y)0(0; y)*| = 1,, dovel, & la

matrice identita di dimensionexn.

2.3 Quasi-verosimiglianza

Se e possibile reperire urig(#) primitiva di ¢(¢; y), utilizzabile per definire test e regioni di
confidenza nel modo usuale, allora essa e detta funzioggali-verosimiglianza basata sulllo

quasi-scorg(6; y).
Sep =1e0 C R, preso ur¥, € O arbitrario , si hd(¢) fe (t, y)dt.

Sep > 1,0 C R, eq € C'(f), & necessario per I'esistenzaldiche J(0) = —Zq(t; y)dt sia

una matrice simmetrica.

NB: Wo(0) = 2 [lo(0) ~ la(0)] <2 & V4(8) = Dy(0).

2.4 Funzionali statistici e funzione di influenza

Si vuole un metodo che indipendentemente dal tipo di mod&llepecificato, generi unstimatore

robustorispettoa datianomali.

Una soluzione & data dall'utilizzo della funzione di rigzitine empirica” per stimare il parametro

ignoto.

Def: Poiché si pud considerafe= T'(F), allora diventa possibile stimafecond = T'(F), dove

T(-) & dettofunzionalestatistico. E infatti possibile ricavafg(-) come:

E{q(6;Y)} =0 = [g(t; y)dF(6; ) =0 & [g(T(8); y)dT(0) =0 ~ T(0)
oppure in base alla funzione d’'influenza.

Def: Lafunzioned’influenzal F'(¢; T, F') rappresenta I'effetto Sti( F') di una contaminazione infi-

nitesimale nel punto c; per uno stimatore definito dag(@ay) = >, ¢(0; v;) = 0lalF assume

la forma:
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CAPITOLO 2. INFERENZA ROBUSTA

(0; c)
0

oy
e F) = =g o vy

lo stimatored & dettorobusto < la funzioneg(6; y;) & limitata.

2.4.1 Stimatore di Huber
Si ottengono stimatori robusti con proprieta di ottimalitdizzando funzioni di stima tali che:
g0 9) = [00; y) —al”y = [] , —b<[]<b
b, []>0b

dovea = E(I*(0; y)) per garantire la non distorsionedg?; y), mentreb viene generalmente scelto

in modo tale che I'efficienza di sia inferiore di un 5% rispetto quella di
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Capitolo 3

Inferenza bayesiana

3.1 Illteorema di Bayes

Dati due eventid e B, laregoladel prodotto e definita come:

P(AN B)

PAIB) = —5 5

Applicando piu volte la regola precedente si ottienfotanuladi Bayes:

P(A|B) = P(ANB) P(B|A)P(A) B P(B|A)P(A)
~ P(B)  P(BUA)+P(BUAS) P(B|A)P(A) + P(B|Ac)P(A°)

3.1.1 \ersione generale

In generale, dati gli eventd,, ..., A, a due a due disgiunti de:

P(A;) = prob a priori
1)~ _ P(BIA)R(A) o
P(A;|B) = S P(B| A P(Ay) IP(A;|B) = prob a posteriori

P(B|A;) = verosimiglianza

3.1.2 \ersione nel continuo

7(0) = densita di a priori

oc m(0) f(x]6) 7(0|z) = densita d¥ a posteriori
f(x|@) = verosimiglianza
NB: Per ottenere la(f|z) esatta, occorre prima calcolaréd) f(z|f) e successivamente dividerlo

per la costante di normalizzaziorfg 7 (0) f (|0)d6.
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CAPITOLO 3. INFERENZA BAYESIANA

3.2 Procedure inferenziali

La densita ottenuta(f|z), rappresenta la distribuzione di probabilita del paramdiinteresse),
condizionatamente al campionerilevato. Grazie a questa quantita € possibile effettunees

puntuali/intervallari, verifiche d’ipotesi, e previsioni

3.2.1 Stima puntuale

e valore atteso : 0 =TE(0|z)
e moda (discreto) . prendo il valore con maggior densita dbpro
e mediana (discreto, valori ordinati) : prendo il valdreno t.C.Zfzop(xi) ~ 0.5

3.2.2 Regioni di confidenza HPD

Una regione di confidenza viene calcolata nel seguente modo:
1. sifissa una sogliapari al valore massimo di(¢|z), e la si fa decrescere progressivamente

2. in corrispondeza dei punti di intersezione della rettéjxz) = ¢ con la curvar(f|x), Si

identifica una regione pér

3. siiinterrompe la diminuzione dinon appena la somma delle densita, dei valori appartenenti

alla regione identificata, & pari ad- «

4. laregione dilivellol — « cercata € quella ottenuta in quest’ultimo passo

Regione di confidenza HPD

T(6]x)
0.0 0.2 04
| 1

La regione trovata include quindi quei valori@ai quali corrisponde una densita a posteriori piu

elevata High PosterioDensity).

16 Alberto Cavalin



Appunti di Statistica C.P.

NB: Se nel continuo capita di avere un&|z) monotona crescente, basta integrarlaatea+ inf
(oppure tra— inf e b se decrescente); in questo modo si ottiene una funzioméappureb), e non

resta che porla pari ad— « per ricavare I'estremo cercato.

3.2.3 \Verifica d’ipotesi

Il fattoredi Bayes viene utilizzato per verificare il sistema ipotgi: 0 € Oy vs H; : 6 € © \ Oy;

esso consiste nel valutare il rapporto tra le densita a postealcolate sotto le due diverse ipotesi:

M per ipotesi alternative semplicik >)
7T(0H1|ZL‘)
B =
7T(0H0|l‘) . . .
———— per ipotesi alternative compost
T n (0 PEP postg)

B > 1 porta all’accettazione dif 0, mentreB < 1 porta al suo rifiuto.

3.3 Coniugate naturali

Fissata la densita a priori e la verosimiglianza, la a pasiersulta gia nota:

A priori 7(0) | Verosimiglianza f(z|f) | A posteriori w(0|x)

Betga, b) Bin(m, 0) Betaa + >z, b+m-n—> x;)
['(a,b) Exp(6) C(a+mn,b+ > x;)
n+12nT  T0?
N 2 N 2 N( 207
(n,7%) (1, 03) ( o2 +72n o+ 72n
['(a,b) Poig6) I'(a+ > xi,b+n)
Paretda,b) | U(0,6) Paretda + n, max(b, z(,)))

NB: La numerosita del campionee n.

B: In N(u, 02), il parametro d'interesse@cono? noto.
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Appendice A
Richiami

A.1 Distribuzioni note

A.1.1 Alcune nozioni fondamentali

2
v Xv /Ul
Z ~ N(0, 1) 7% ~ X% Zi:1 X% ~ X% Z/ V X2/v ~t, XQl/vg ~ Fy vy
v2

A.1.2 Distribuzione di media e varianza campionaria

SiaX = (X, ..., X,,) vettore aleatorio coiX; ~ N(u, 0%),i=1, ..., n, allora:
X=1y" X X~ N(u, %)
=LY (X - X2 P~

Oss:Grazie al teorema del limite centrale, questi risultatgealo anche asintoticamente.

A.2 Funzioni indicatrici

o Iy y(z) =11 s(a) L, 4001(b) o 1y p(z) = Lige, pq(xc)

1
1

¢ Lo =1p 46) ¢ 10 (@) = Ljare prg(® + )

A.3 Disuguaglianza di Jensen

e g(-)convessa(J" = E(9(X)) = g (E(X)) e g(-)concava[" = E (9(X)) < g (E(X))
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Appendice A. Richiami

A.4 Newton-Raphson

Quando non € possibile calcolare in modo esplicito la SM¥po® allora procedere tramite metodi

numerici. Viene spesso usato il metodo iterativbldivton-Raphson il quale, dato un punto iniziale

di partenza, genera una successione di punti sempre pisipicg valore cercato.

L'equazione di aggiornamento di indise= 0, 1, ... € la seguente:

. dim() =1

~ ~ ~ -1 ~
o =0, — (JUB)) VU0 . dim(p) > 1

Il punto iniziale di partenza viene scelto tramite un metatiernativo (ad es. quello dei momenti).

A.5 Cambio di variabile

Def: Una funzioney & detta diffeomorfismo < 3Ih=¢ ' A g, he C!

Def: Data una funziong/(z) : 2~ — R ed un diffeomorfistmgy(z) : 2 — %/, si effettua un

cambio di variabile inf ponenday = g(z), perciozr = g~ 1(y) = h(y), €:

f(y) = |det(Th(y))| - f(h(y))

B: Si effettua un cambio di variabile, non di parametro!

A.6 Metodo delta

Def: Dato und % N,(6, 1/1(8)), se si effettua una riparametrizzaziahe= (), g € C* allora:

Vg~ (i)
b =g(0) %N, (1/% (AT 1(0)]p=u o) - A)ﬂ) : A= ;
v9_1(¢p)

dovep = dim(f) = dim(v), e A e la matrice delle derivate parziali prime delle componenti

0 = g~'(v) (cioé si derivano le componenti didopo averle esplicitate in funzione ).
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A.7 Quantita pivotale

Data una funzione : % x © — R, la v.c. a(Y,0) & detta quantita pivotale se, per ogni fissato
0 € O, essa ha distribuzione di probabilitd che non dipendé da

Oss:ll p-valuea®® & per costruzione una qt. pivotale, in quanté* (Y, 0) Y U(,1).

A.8 Partizione di uninsieme

Una partizione di un insiem@ e definita come una collezione di sottoinsiemiZdinon vuoti,
mutuamente disgiunti, e tali che la loro unione é l'insiefestesso.

| sottoinsiemi che costituiscono una partizione vengorit parti, orbite ocurvedi livello.

Es. 1

¥ =1{1,2,3,4,5,6,7,8} ~ P={{1,3,57}{2,6},{4,8}}, #P=3

partizioni indotte su %

verosim. stat. suff. stat. suff. min.
PV PSS Pssm
#PV:3 #Pss:5 #Pss:?)

A.9 Promemoria per la risoluzione di un problema

Per qualunque problema si devono effettuare i seguenti pass
e identificare il vettore aleatorio relativo all’esperiment
¢ identificare il parametro d’'interesse £ 1)

mentre i restanti variano a seconda del tipo di quesito posto
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A.9.1 Inferenza frequentista

e durante la scrittura della verosimiglianza, ricordarsusare la formula estesa (quella con le

densita condizionate), che al piu verra ridotta se suddistipendenza tra le osservazioni

e la funzione di potenza(f) & sempre definita come la probabilita di rifiutdfg quandoH,
vera; e la porzione di funzione d’interesse € sempre quefiaith nell’'intervallo di© indotto

daH; (cioé in®© \ O)

e per calcolare la SMV bisogna trovare il punto di massimoade#irosimiglianza.(¢); non

sempre questo si ricava tramitéd) = 0 e bisogna quindi usare altri metodi alternativi

e un test del tipo definito in[EL.10.1, avente una statisficlunzione monotona del TRV, &

anch’esso un test ottimo (altresi detto uniformemente ptarmie)

A.9.2 Inferenza robusta

¢ |o stimatore sandwichtimala varianza dello stimatore di tipo M considerato

e uno stimatore & robusto se tuttegl@; ;) (le generiche componenti dif; )) sono limitate

A.9.3 Inferenza bayesiana

¢ nella densita a priori la variabile d’interesse coincidepgarametro!!

Es:0 ~ Exp(A) ~ @(6) = \exp(—\0)

e quando necessario, per semplificare i calcoli, basta ififmare solamente il nucleo di una
distribuzione, vengono cioé eliminate tutte le costantiporzionali che non dipendono dal

parametro
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Appendice B

Notazioni, tabelle, e grafici

B.1 Notazioni

v.a. variabile aleatoria

f.d.p. funzione di potenza

f.d.r. funzione di ripartizione

1o, () funzione indicatrice per l'intervall@u, 0]

00, y;) componente i-esima dello score di verosimigliatizd, v) = >, £(0, v;)
4., 4 esiste un, esiste un unico (uno ed uno solo)

~ “porta a”

V, A “0, oppure”, “e, congiuntamente”

fec f € continua e derivabile assieme alle sue derivate fino dihemn
1, matrice identita di dimensionixn

J(0) informazione osservata

1(6) informazione attesa

i(0) informazione attesa per una singola componente del esdleatorio
t=1t(y) una statistca test con le parentesi omesse per brevita

T =t(Y)

\Y% simbolo del gradiente

J simbolo del jacobiano

X1Y X éindipendente d&

XNY X é dipendente d&

Ac indica I'evento complementare di
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Tipo S 8 Densita E \Y Proprieta
1 (a+b) (b—a)?

U(a, b) a<beR la, b] EHW’] (v) 5 B —

Exp()\) A>0 RT Aexp{—\y} 1/ 1/)2 —

Bi(n, m) ~ N(nm, nw(l — 7))

1 1
N(g,0?) peR >0 R exp {——(y — ,u)Q} 1 o? PoigA) ~ N(A, A), A > 10
A/ 2 202 . ) ’
2mo ? X2 ~ N(v, 2v), v > 30

uifeAed ousg|y

N Exp(t) ~ T'(1, b)
[(a, b) a, b>0 R* my“_l exp {—by} a/b a/b? X2 ~T(v/2,1/2)
I'(n)=m-1)!, neN\{0}

a ab
a+b (a+b?*a+b+1)

Betda, b) a,b>0 0, 1] Beta1, 1) ~ U(0, 1)

Tabella B.1: Principali densita e relative proprieta

1o1yelb o ‘a||age) ‘luocizeloN g adlpuaddy
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